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С П Е К Т Р А Л Ь Н А Я  Т Е О Р И Я  
П О Л У ТО П О Л О ГИ Ч ЕС К И Х  П О Л У Р Е Ш Е Т О К . II
Настоящая статья является продолжением работы [1], знакомство чита­
теля с которой предполагается, и мы будем без пояснений пользоваться вве­
денными там понятиями и обозначениями.
В [1] для полутопологической полурешетки § =  (S, V,T)  была введена 
естественная топология Т 77 С Т  такая, что S71” ^  (S, У ^Т77) -  топологическая 
полурешетка и Spec § =  Spec ST Эта топология определяется предбазисом 
{S \  Р  | Р  Е Spec  §} и обладает рядом хороших свойств. В данной статье мы 
введем еще одну топологию Т ^  С Т 77, также обладающую многими хорошими 
свойствами.
Пусть § =  (S, V,T)  -  полутопологическая полурешетка, Ф С S -  фильтр 
в полурешетке (S, V). Назовем фильтр Ф р-открытым  в § =  (S, V,T),  если 
выполнено следующее свойство: если D C S -  такое направленное (в (S, < )) 
подмнож ество, что Ф П Р  ф 0  для любого Р  Е Spec  § ; содержащего D ; то 
D  П Ф ф 0 .
Примером (^-открытого ф ильтра является всякий фильтр вида S  \  Р  для 
Р  Е Spec §.
Л емма 1. Если Фо и Ф\ -  р-открытые фильтры ; то Фо П Ф1 -  такж е р- 
открытый фильтр.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что Фо П Ф1 является фильтром в 
(S, V). Если его Е Фо, Е Ф]_, то его V од Е Фо П Фт, т. е. Фо П Ф1 ф 0 . Пусть 
cr0,cri Е Фо П Ф1 ; так как Фо и Ф1 -  фильтры, существуют а  Е Фо и сг' Е Ф1 
такие, что сг < его, cri и сг7 < его, cri. Но тогда сг V сг7 Е Фо П Ф1 и сг V сг7 < его, cri.
Пусть D C S -  направленное подмножество и для любого Р  Е Spec  § 
такого, что P H D  ф 0 ,  имеет место РГДФоПФД ф 0 .  Тогда из ^-открытости 
фильтров Фо и Ф1 следует, что Фо П D ф  0, Ф1 П D ф  0. Пусть его Е Фо П Р ,  
cri Е Ф1 A D . Так как D  направленно, то существует элемент сг Е D  такой, что 
о  ^  сто, ^15 н0 тогда с г Е Ф о П Р ,  с г Е Ф х П Р и с г Е  (Фо П Ф1 ) П Р , т. е. Фо П Ф1 
есть (/9-открытый фильтр.
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Зададим топологию Т ^  на (S, V) базисом {Ф | Ф -  р-открытый фильтр в §}. 
Из этого определения и замечания выше следует, что Т п С ТА
Д ля изучения топологии Т ^  решающим является следующее предложе­
ние, использующее гомоморфизм у  : (S, V) —  ^ (T*,U), определенный в [1].
П р е д л о ж е н и е  1. i) Если  Ф* -  собственный открытый фильтр в (Т*, U, ТДф 
то Ф ^  д _1(Ф*) -  р-открытый фильтр в Е>;
и) для всякого фильтра Ф, открытого в топологии Т ^  (Т^-открытого  
фильтра), семейство Ф* ^  {U \ U Е Т*, За  Е Ф (Va С U)} являет ся откры­
тым фильтром в (Т*, U ,Tdk) и Ф =  д _1(Ф*).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем утверждение «i». Пусть Ф* (Д Т* «<=>* 0  ^ Ф*) -  
открытый фильтр в (T*,U,Tdfc), Ф ^  д _1(Ф*). Проверим, что Ф является 
фильтром в (S, V); для этого достаточно установить конаправленность Ф. 
Пусть сг0,сг1 Е Ф, тогда Vai =  у (а 0), Vai =  y (a i)  Е Ф* и 0  ф Vao П Vai Е Ф*, 
так как Ф* -  собственный фильтр в (T*,U). По лемме 1 «и» из [1]
Vao П Vai =  ( J -Щ  I а < его, а { \
и семейство {Va \ а  < од, од} (как и семейство {а  \ а < од, од}) является 
направленным. Так как семейство Ф* ТД,-открыто, то существует элемент 
& < такой, что Va Е Ф*; тогда а  Е Ф и Ф конаправленно.
Покажем, что Ф является р-открытым. Пусть D C S -  направленное мно­
жество такое, что Ф П Р  ф 0  для любого Р  Е Spec  §, содержащего D. Поло­
жим U d  ^  \J{Va | а  Е D }, тогда U d  Е Т*.
Априори возможны два случая.
С л у ч а й  1 .  U d  Е Ф*. Так как Ф* Е ТД, и семейство {1Д | а  Е Z?} направ­
ленно, то существует а е D  такой, что у  (а) =  1Д Е Ф* и а  Е Т П Ф ( =  д - 1 (Ф*)), 
что и нужно.
С л у ч а й  2 .  U d  0 Ф*. Так как (T*,U) -  дистрибутивная (полу)решетка, 
то по лемме 12 из [1] найдется ТД,-открытый простой фильтр Ф* D Ф* та­
кой, что U d  0 Ф*- По доказанному выше Ф7 ^  д - 1 (Ф*) является фильтром 
в (S, V), а Р ' ^  S \  Ф' =  р _1(Т* \  Ф*) есть идеал в (S, V). Следовательно, 
Р ' -  простой идеал в (S, V). Так как Ф* Е Т^, то непрерывность гомомор­
ф изма у  : (S, Т 71”) —  ^ (ТДТД (см. [1, предложение 1]) показывает, что Ф' 
есть Т^-открытый фильтр (следовательно, и Т-открытый фильтр). Отсюда 
Р 1 Е Spec §. Без труда проверяется, что условие Ud 0  Ф* влечет, что Р ' С D  
и Р ' П Ф =  0 ,  но это противоречит предположению. Таким образом, случай 
2 невозможен.
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Итак, Ф -  р-открытый фильтр.
Докажем утверждение «и». Рассмотрим сначала случай, когда Ф -  (^-от­
крытый фильтр. Семейство Ф* ^  {U \ U Е Т*, За  Е Ф(Уа С И )}  является 
фильтром в (Т*, V) для (любого) ф ильтра Ф. Проверим, что Ф* Е Т ^ . Пусть 
{U \ | А Е Л} -  направленное семейство элементов Т* такое, что множество
U ^  U  С Ф*. Рассмотрим множество I?  ^  {сг | сг Е S', ЗА Е Л (1Д С t/д)}- 
лел
Нетрудно видеть, что D -  направленное подмножество в S и U =  и  Гх.
a£D
Априори возможны два случая.
Случай 1. Р П Ф  ф 0. Пусть а  Е D  П Ф, тогда существует А Е Л такое, 
что Vo- С £/д; но тогда V\ Е Ф*, что и нужно.
Случай 2. D Г\ Ф =  0 . Так как Ф -  р-открытый фильтр, то существует 
Р  Е Spec § такой, что Р 0 Т > и Р П Ф  =  0.
Рассмотрим два возможных под случая.
П одслучай 2.1. Р  Е V; так как U =  (J К-, то существует а  Е D  такой,
(j^D
что Р  Е Р(г, сг 0  Р ; это влечет, что Р  2  D, противоречие.
П одслучай 2.2. Р  0  U. Так как Р  Е Ф*, то существует а  Е Ф такой, 
что С U. Тогда Р  ^  Va влечет, что а  Е Р ; тем самым сг Е Р  П Ф, что 
противоречит условию Р  П Ф =  0 .
Итак, случай 2 невозможен и Ф* Е Т ^ .  Проверим, что Ф =  р _1(Ф*). Вклю­
чение Ф С р _1(Ф*), очевидно, следует из определения Ф*. Докажем обратное 
включение. Пусть а  Е р _1(Ф*), т. е. Va Е Ф*; тогда существует элемент а 1 Е Ф 
такой, что Var С 1Д. Тогда 1Д =  Va\zat и а  V a f Е Ф и для любого Р  Е Spec § 
выполняется условие а  Е Р  *<=>* а  V а 7 Е Р  Если в качестве Р  взять множе­
ство {сг}, то для любого Р  Е Spec § выполняется условие а ^ Р ^ а У  а' £ Р  
и, следовательно, Р  П Ф ф 0 .  Но так как Ф есть Т ^-открытый фильтр, то
D  П Ф ф 0, т. е. а  Е Ф и равенство Ф =  р - 1 (Ф*) установлено.
Рассмотрим теперь общий случай. Пусть Ф -  фильтр в (S, V), открытый 
в топологии ТА  Тогда Ф =  (Л Ф 7 | Ф' -  р-открытый фильтр, Ф' С Ф}. По 
доказанному выше Ф =  ) Л р _1((Ф/)*) | Ф7(С Ф) -  р-открытый фильтр} и, 
следовательно, Ф =  ( Л р _1(Ф*) | Ф* -  открытый фильтр в (Т*, V, Т^к) такой, 
что р _1(Ф*) С Ф}. Пусть Ф+ ^  U{^* I Ф* “ открытый фильтр в (Т*, U, Т^к) 
такой, что р - 1 (Ф*) С Ф}. Тогда Ф+ Е Т^к и р - 1 (Ф+ ) =  Ф.
Проверим, что Ф+ является фильтром в (T*,U). Установим сначала ра­
венство Ф+ =  Ф* ^  {U  | U Е Т*, За  Е Ф(1Д Q U)}. Включение Ф+ 0  Ф* 
очевидно. Докажем обратное включение. Пусть U Е Ф+ ; тогда существует 
фильтр Ф* Е Т^к в (T*,V) такой, что U Е Ф* и р - 1 (Ф*) С Ф. Рассмотрим
семейство {Va \ а  Е S, 1Д С [/}. Так как это семейство направленно и его
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объединение есть Р, то найдется а  Е S  такой, что Va С U и Va Е Ф*. Но 
тогда у  (а) =  Va Е Ф* и а  Е р _1(Ф*) С Ф; следовательно, U Е Ф*. Итак, 
ф+ =  ф*. Проверим, что Ф*(= Ф+ ) является фильтром в (T*,U). Пусть 
P 0,P i  Е Ф* и СГ0 ,СГ1 Е Ф таковы, что Vao С Р 0, Vai С U\ и Е Ф*.
Так как С/о П С/т 0  Vao П Vai и 1Д 0 П ПС71 =  ( J { V ^  | ст <  сг0 , о д }  (см. [1 , лемма 1
(и)]), то условие Ф* Е Т^к  и направленность семейства {Va \ а  < од, о д }  вле­
кут существование о  < од, од такого, что Va Е Ф*. Из равенства Ф =  р _1(Ф*) 
следует, что а  Е Ф . Тогда включения С/о П С/1 0  1Д 0 П В Д  0  1Д  влекут, что 
С/о П С/i Е Ф+ =  Ф*. Итак, Ф* (Е  Tdk) является фильтром.
Следствие 1. Пусть 0  ф Ф С S, тогда следующие условия эквивалент ны :
1) Ф -  р-открытый фильтр в §;
2) Ф -  ф ильт р, открытый в топологии Т Д
3) Ф* ^  {U  | U Е Т*, За  Е Ф(Va < U)} являет ся открытым фильтром в
(Т*,и,Тж) и Ф =  1Л~1(Ф*)]
4) существует открытый фильтр Ф* в (Т*, U, Tdk) такой, что Ф =
=  ^ - 1( ъ ) .
Доказательство. Импликации 1) = >  2), 3) = >  4) очевидны. Импликация
2) = >  3) -  это утверждение «и» предложения 1. Импликация 4) = >  1) -  это 
утверждение «i» предложения 1.
В доказательстве утверждения «i» предложения 1 (случай 1), по существу, 
установлено
Следствие 2. Если  Р* Е Spec (Т * ,и ,Т ^ ) (=  Spec  (Т*, U, ТД ), то у  1(Р*) Е 
Е Spec § и р _1(Т* \  Р*) -  р-открытый простой фильтр.
П редлож ение 2. Система !§/ ^  (S, и , Т Д  являет ся полутопологической  
полурешеткой и Spec !§/ =  Spec § =  Spec § /
Доказательство. Пусть Ф -  базисное открытое множество в топологии Т Д  
т. е. Ф -  р-простой фильтр в §. Далее, пусть
Ф* ^  {U  | U Е Т*, За  Е Ф ( к  С Р)};
тогда по предложению 1 «и» Ф* -  открытый фильтр в (Т*,и,Т^Д и Ф =  
=  р _1(Ф*). Проверим, что Е “ 1(Ф) =  р _1(ЕД^(Ф*)). Действительно, для лю­
бого а '  Е S имеем эквивалентности
а ' Е Е -^ Ф )  <*=* а  V а ' Е Ф <*=* у  ( а  V а ')  =  V ^ /  Е Ф* <*=*
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<=> V" и V A =  W )  G ф* ^  ıı{a ') (=  V s )  е еД (ф * )  ^  
^ а ' ^ - Щ - Д ф * ) ) .
Заметим теперь, что если о  ^  Ф, то Е Д  (Ф*) -  собственный открытый 
фильтр в (T*, U, Tdk) (см. [1, лемма 1.1]). (Если а  G Ф, то Е “ 1(Ф) =  S .) То­
гда по предложению 1 «i» Е “ 1(Ф) =  /х_1(Е у 1(Ф*)) -  (д-открытый фильтр в 
§. Итак, отображение X“ 1 непрерывно в топологии Т v для любого сг G S; 
следовательно, -  полутопологическая полурешетка.
Так как Т п С Т ф  то Spec § =  Spec S71” С Spec  Пусть P  G Spec 
тогда Ф ^  S  \  P  -  T ^-открытый фильтр в §. Покажем, что P  G Spec S. 
Подмножество Р  является направленным в S. Пусть P ' G Spec § и P ' D Р. 
Если Р 1 ф Р, то Р 1 П Ф =  Р ' П (S  \  Р ) Д 0 . Следовательно, если Р  0  Spec S, 
то Р ' П Ф ф 0  для любого P ' G Spec § такого, что P  С Р '. Так как Ф -  р- 
открытый фильтр, то должно быть Р  П Ф ф 0 ,  что невозможно (Ф =  S  \ Р ) .  
Противоречие; следовательно, P  G Spec § и Spec E>v =  Spec S.
Замечание. Если Т  -  топология на некотором множестве X , § =  (T, U, Tdk), 
то (Tdk) v = T ^  & <Р=(Т,и,Т(р).
Покажем теперь, что для полутопологической полурешетки 8>v справед­
лива абстрактная версия теоремы Хофманна-М ислова.
Установим сначала более общий факт. Фильтр Ф полурешетки (S, V) на­
зовем стабильным , если Е “ 1(Ф) является фильтром для любого сг G S \  Ф 
(если сг G Ф, то Е “ 1(Ф) =  S!).
Справедливы следующие ф акты  о стабильных фильтрах:
1. Всякий простой фильтр являет ся стабильным.
Это следует из леммы 5 в [1].
2. Если  Ф -  стабильный фильтр ; сг G S \  Ф, то Е “ 1(ФУ) -  стабильный  
фильтр.
Действительно, если сг' 0  Е “ 1(Ф), то сг Ver' 0  Ф и ХД^фФ) =  X“,1 (Х“ 1(Ф)) 
является фильтром.
3. Если  Фо, Ф1 -  стабильные фильтры ; то Ф0 ПФ1 -  стабильный фильтр. 
Доказательство. Пусть a  G S \  (Фо П ФД. Если сг 0  Фо и сг 0  Ф]_, то
е Д  (Фо п ф о  =  е Д ( ф0) п е Д  (ф о
является фильтром. Если с г ^ Ф д и с ^ Ф ь т о
е Д  (ф0 п ф о  =  ЕД(Фо) п е Д  (ф х) =  ЕД(Фо) П 5  =  Е Д  (Ф0)
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является фильтром. Аналогично приходим к нужному заключению в случае, 
если сг Е Фо и сг 0  <3>ı.
4. Пусть Фа, А Е Л -  направленное семейство стабильных фильтров;
тогда Ф ^  (J ^А -  стабильный фильтр.
Аел
Доказательство. Действительно, для a  E S  \  Ф имеем а  Е S' \  Ф\ при всех 
А Е Л и семейство Е “ 1(Фд) является направленным семейством фильтров, а
£ Д ( Ф )  =  ( J  S - 4 A
лел
является фильтром.
5. Если  (S, V) -  дистрибутивная полурешетка; то любой фильтр Ф в 
(S, V) являет ся стабильным.
Это лемма 11 в [1].
Оказывается, что справедливо и обращение свойства 5.
6. Если в полурешетке (S, V) каждый главный фильтр стабилен; т о  по- 
лурешетка  (S_l,V_l) дистрибутивна.
Доказательство. Докажем (это равносильно утверждению 6), что если по­
лурешетка (S, V) конаправленна и любой главный фильтр стабилен, то полу­
решетка (S, V) дистрибутивна. Пусть сг, его, crı E S и сг < сг0 V од. Если а  < его, 
то, выбирая сг' таким, что сг' < сг, eri, будем иметь сг =  сг V сг', сг < стоуст' < eri; 
аналогично рассуждаем, если сг < од. Итак, будем предполагать, что сг ^  его 
и сг ^  од. Имеем eri E сг) 1Д сг; тогда найдется E сг) такой, что
cr'ı < од и сг^  < сг; Так как а[ E сг), то сг < сг0 V а[. Аналогично найдем
^о — сг такой, что сг^  E Д  сг), т. е. сг < ctq V сг^ , вместе с ctq, а[ < а  имеем 
сг =  ctq V сг^  и ctq < ctq, сг[ < eri.
Пусть Ф -  семейство стабильных фильтров такое, что Ф Е Ф, сг E S \  Ф 
влечет, что Е “ 1(Ф) Е Ф, и замкнутое относительно объединения линейно 
упорядоченных подсемейств из Ф (тогда частично упорядоченное множество 
(Ф? удовлетворяет лемме Цорна). Примерами таких семейств являю тся 
семейство Фг всех стабильных фильтров и семейство Фт всех стабильных 
Т -открытых фильтров, если Т  -  топология на S такая, что (S, V,T)  -  полу- 
топологическая полурешетка.
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П редлож ение 3. Пусть семейство Ф удовлетворяет сформулированным  
выше условиям. Тогда любой фильтр из Ф являет ся пересечением некото­
рого семейства простых фильтров из Ф.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем даже больше. Пусть Ф Е Ф и I  -  идеал в (S, V) 
такой, что I  П Ф =  0 . Пусть Ф* -  максимальный элемент в Ф, удовлетворя­
ющий свойствам Ф* D Ф, Ф* П I  =  0 . Проверим, что Ф* является простым 
фильтром в (S, V) (S \  Ф* Е Spec (S, V)). Пусть а  Е I  С S \  Ф*, тогда 
Е “ 1(Ф*) Е Ф (Е “ 1(Ф*) С Ф*). Если Е “ 1(Ф*) ф Ф*, то максимальность Ф* вле­
чет, что Е “ 1(Ф*) П I  ф 0 .  Пусть сг' Е Е “ 1(Ф*) П / ,  тогда сг V сг' принадлежит 
Ф* и / ,  что противоречит условию Ф* П I  =  0 . Итак, Е “ 1(Ф*) =  Ф* для всех 
а  Е / .  Пусть сг Е S \  Ф*, тогда Е “ 1(Ф*)(Э Ф*) Е Ф и, если Е “ 1(Ф*) ф Ф*, то 
Е “ 1(Ф*) П /  Д 0 . Пусть а ' Е *)П/ ;  тогда а  V a ' Е Ф*, а  Е Е “ ^ * )  =  Ф*;
противоречие с условием а  Е S \  Ф*. Итак, Е “ 1(Ф*) =  Ф* для всех сг Е S \  Ф*. 
Пусть сго,сг! Е S \  Ф*; если сг0 V од Е Ф*, то сг0 Е Ед-^Ф*) =  Ф*; противоре­
чие, следовательно, ctq V cri Е S \  Ф*. Отсюда S \  Ф* является идеалом, а Ф* 
является простым фильтром.
Следствием доказательства является обращение леммы 5 из [1].
Следствие 1. Если  Ф -  фильтр полурешетки  (S, V) и Е “ 1(Ф) =  Ф для всех 
сг Е S \  Ф; то Ф -  простой фильтр.
Объединяя этот ф акт с леммой 5 из [1], получаем интересное
Следствие 2. Фильтр Ф полурешетки  (S, V) являет ся простым тогда и 
только тогда, когда Е “ 1(Ф) =  Ф для всех сг Е S \  Ф.
Следующие два следствия -  это абстрактные формы теоремы Х оф м анна- 
Мислова для полутопологических полурешеток и SX
Следствие 3. Всякий открытый фильтр в являет ся пересечением неко­
торого семейства открытых простых фильтров в
Д ля этого нужно лишь заметить, что всякий открытый фильтр Ф в 
является стабильным, но это, по существу, было установлено в доказательстве 
предложения 2.
Следствие 4. Всякий открытй фильтр в S71” являет ся пересечением неко­
торого семейства открытых простых фильтров в SX
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Так как Т п С Т ф  а Брее й71” =  Брее то это вытекает из следствия 3.
С л е д с т в и е  5. Любой открытый стабильный фильтр полутопологической  
полурешетки  § =  (5, У,Т)  являет ся р-от крыт ы м .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Перед предложением 3 было замечено, что семейство Фт 
всех открытых стабильных фильтров удовлетворяет условиям этого пред­
ложения. Пусть Ф Е Фт , О -  направленное подмножество в 5  такое, что 
Ф П В  =  0 . Пусть I  ^ В , тогда идеал I  имеет пустое пересечение с Ф. Из 
доказательства предложения 3 следует, что существует простой идеал /* 0  I  
такой, что / *ПФ =  0 ,  но /* 0  I  Э й .  Итак, Ф Е Ф т есть (р-открытый фильтр.
Из следствия 5 сразу вытекает
С л е д с т в и е  6. Если открытые стабильные фильтры полутопологической  
полурешетки § =  (5, У,Т) образуют базис топологии Т, то Т  С Т^.
Отметим без доказательства справедливость аналогов предложений 1 и 2 
из [1] для топологий ТV и Ту вместо топологий Т п и Тп соответственно. Сфор­
мулируем их в предположении отделимости 5  в топологии Т 77 (что равносиль­
но отделимости топологии Т Д .
П р е д л о ж е н и е  1'. Гомоморфизм р  : (5, V) — > (Т*,и) являет ся гомеоморф- 
ным влож ением (Б^Т^) в (Т*,ТД.
П р е д л о ж е н и е  2 '. Гомеоморфное влож ение р  : ( 5 ,Т ^ )  — > (Т*,Т<Д индуци­
рует  наибольшее существенное расширение подмнож ества р(Б) С Т*.
Доказательства дословно повторяют соответствующие доказательства в [1].
В заключение статьи приведем три результата, не связанные с введенной 
выше топологией Т ф  но связанные с результатами из работы [1].
В работе [1] сформулировано без доказательства предложение 6, в кото­
ром указано элементарное условие отделимости топологии Т£. Однако автор 
обнаружил, что в полном объеме это предложение оказалось не доказанным. 
Приведем здесь реально доказанную версию.
Рассмотрим следующее элементарное предложение сигнатуры (< , V):
\/сг0сг1Сг2 За  ((сг0 ^  а \) Л (сг0 < о\ V а2) — > (а < а0) Л (а < а2) Л (а ^  аД) .  (*)
П р е д л о ж е н и е  4. Пусть (Д  V) -  полурешетка, Ти -  дискретная топология 
на Б. Тогда
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(i) если S  отделимо в топологии T J , то (S, V, <) |= (*);
(и) если (S, V, <) |= (*) и S  не более чем счетно, то S  отделимо в топо­
логии  T J.
Доказательство. Докажем утверждение (i). Пусть S  отделимо в топологии 
и сто, cTi, сг2 Е S  таково, что од ^  од , его < од Х/од. Отделимость S и лемма 6 
из [1] влекут существование Р  Е Spec (S, V) такого, что сто ^  Р, од Е Р. 
Пусть Ф ^  S \  Р  Убедимся, что Ф является фильтром. Действительно, если 
его Е Ф, од 0  Ф и его <  од V сг2, то од V сг2 Е Ф и сг2 Е Ф, так как если сг2 ^  Ф, то 
сг 2 ^  Р  и (JiW  (72 Е Р  =  S \  Ф. Итак, сг0 , сг2 Е Ф. Так как Ф является фильтром, 
то существует элемент а  Е Ф такой, что сг < од , од . Легко видеть, что сг од , 
так как од 0 Ф. Итак, в (S, V) справедливо предложение (*).
Докажем утверждение (ii). Пусть S удовлетворяет предложению (*) и 
не более чем счетно. Пусть од, од Е S и од ^  од. Найдем простой идеал 
Р  Е Spec (S, V) такой, что од Е Р, од ^ Р.
Зафиксируем некоторое перечисление од , од , сг2, . . . ,  сгп, . . .  всех элемен­
тов из S и будем строить две последовательности элементов то, тд, . . . ,  тп, . . . ;  
Jo Д ъ  • • • п^-) • • • элементов из S так, чтобы были выполнены следующие усло­
вия: т0 > П  > ••• > гп . . . ;  5 о < Si < ••• < Sn < . . . ;  тп ф Snj п  Е си; 
т0 =  сг0, Jo — и Для любого элемента стп Е S, п  Е са, должно быть сгп < Jn 
или сгп > тп . Полагаем t i  ctq, ф  cri.
Предположим, что для к > 1 уже найдены элементы то > • • • > тк и 
J0 < • • • < 5к, удовлетворяющие условиям тп ф 5п и сгп < дп или сгп > тп для 
п < к.
Итак, тк ф 5к. Рассмотрим два случая.
С л у ч а й  1. тк < J/c V сг^ _|_1. Тогда по свойству (*) найдется элемент тк+\ 
такой, что тк + 1 < т/с,сг/с + 1 и т&щ ^  6к; полагая J&, получим желаемое
продолжение последовательности.
Случай 2. тк ф 6к V ak+i; тогда, полагая тк+1 т*, 4 +i Д  4 V  а/ь+1,
получим желаемое продолжение последовательности.
Итак, предположим, что построение последовательностей завершено. По­
лагаем Р  ^  {сг | Зп(сг < Jn)}, Ф {сг | Зп(тп < сг)}. Нетрудно проверить, 
что Р  является идеалом, Ф является фильтром и S =  Р  U Ф. Проверим, что 
Р  П Ф =  0 ,  т. е. Ф =  S \  Р
Предположим, что Р  П Ф ф 0. Пусть сг Е Р  П Ф; тогда найдутся такие 
к ,п  Е са, что сг < 6п и тк < а. Пусть I =  таж{А;,п}, тогда сг < 6п < Si, 
< тк < сг и чт0 приводит к противоречию. Итак, Р  -  простой идеал,
cri =  Jo =  Ji £ Р ; сто =  то Е / ,  сг0 0 Р  Отделимость (S, T J) установлена.
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З а м е ч а н и е . Если условие отделимости является элементарным, то из 
доказанного будет следовать предложение 6 из [1] в полном объеме. Однако 
вопрос об элементарности условия отделимости остается открытым.
Пусть (Х ,Т )  -  топологическое пространство. Если искать какую-либо 
нетривиальную топологию на Т, то первое, что приходит на ум, определить 
топологию предбазисом, состоящим из семейств вида
У ^ { и \ и € Т , £ € У } ,  $ € Т ,
т. е. семейств всех открытых окрестностей фиксированных точек простран­
ства X .  Если Т  является трезвым пространством, то эта топология на Т  сов­
падает с топологией Тп ( ^  Т£к) и эта «наивная» топология ведет себя весьма 
хорошо, как показывает следующее предложение.
Пусть (Х ,Т )  -  трезвое топологическое пространство, (У, Т ') -  произволь­
ное топологическое пространство.
П р е д л о ж е н и е  5. Пусть у : (Т, и, П) — > (Т ', и, П) -  гомоморфизм реше­
ток, сохраняющий наименьш ий и наибольший элементы. Если  у являет ся  
непрерывным отображением относительно Тп -топологий н а Т  и Т ' , то су­
щ ествует  (единственное!) непрерывное отображение /  : У — > X  такое, 
что у (II) =  / ~ 1(и) для всех и  Е= Т.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно для любого г / Е У  семейство
V' ^  { и 1 I и 1 е  т ', г/ е и'}
является Т ^ ~ открытым простым фильтром, а следовательно, и Т^-открытым 
фильтром. Рассмотрим семейство V =  у П о  условию V является Тп- 
открытым фильтром, а его дополнение Т \ У  =  у _1(Т / \1^/) является идеалом 
(а -  простой фильтр, у -  гомоморфизм решеток). Итак, V -  открытый 
простой фильтр в (Т, и ,Т ^ ) .  Так как (X, Т) трезвое, то существует (  Е I  
такое, что V =  Е£. Полагаем /(г/) ^  £. Проверка того, что у (и) =  / ~ 1(11) 
(следовательно, и непрерывность / ) ,  является простой рутиной.
З а м е ч а н и е . Справедливо, очевидно, и следующее обратное утверждение. 
Если  /  : У — > X  -  непрерывное отображение произвольных топологических 
пространств (У, Т ') и (X, Т), то отображение у : II \— > / _1(?7), II Е Т , 
являет ся гомоморфизмом решетки  (Т, и,П) в реш етку  ( Т ' , и , П) ; сохраня­
ющим наименьш ий и наибольший элементы и являю щ ийся непрерывным в 
Тп-топологиях для Т  и Т ' .
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Последний результат статьи связан с обсуждением роли топологии Т  в 
спектральной теории.
Пусть § =  (S, V,T)  -  полутопологическая полурешетка. В определении 
пространства Spec § топология Т  «участвует» лишь в определении множе­
ства Spec  §, но не в определении топологии Т*. Пусть Spec S  -  это множество 
всех простых идеалов полурешетки (S, V) (или, что то же, Spec S  ^  Spec 8>d, 
где 8>d =  (S, V,T^)),  т. e. полурешетка (S, V) с дискретной топологией Too на
S). Можно ли описать все подсемейства П С Spec  S, для которых существует 
топология Т  на S такая, что 8>т ^  (S, V,T) -  полутопологическая полуре­
шетка и П =  Spec 8>Д Оказывается, что ответ достаточно прост.
Назовем семейство П С Spec S  простых идеалов полурешетки (S, V) зам ­
кнут ы м , если для любого семейства Рд, А Е Л идеалов из П такого, что 
Р  =  П Ра Е Spec S, следует, что Р  Е П.
АеЛ
П редлож ение 6. Д л я  семейства П простых идеалов полурешетки  (S, V) 
существует топология Т  па S  такая, лгао =  (S, V,T)  -  полутопологи­
ческая полурешетка и П =  Spec тогда и только тогда, когда семейство 
П являет ся зам кнут ы м .
Доказательство. Необходимость очевидна.
Установим достаточность. Пусть П С Spec S -  замкнутое семейство про­
стых идеалов полурешетки (S, V). Определим на S топологию Тд предбазисом 
В  ^  {S \  Р  | Р  Е П} и проверим, что § тг =  (S, Х/,Тд) -  полутопологическая 
полурешетка и П =  Spec § тп-
(Заметим, что если П =  0 ,  то Тд =  {0 , S} и Spec § тп =
Если Р  -  простой идеал (S, V), сг Е S, то E ^ ^ S  \  Р ) =  S \  Р, если сг Е Р, и 
E “ 1( S \ P )  =  S, если а  Е S \ P  (лемма 5 в [1]; напомним, что ЕДсг') ^  а У а'). 
Отсюда сразу следует, что 8>тп ~ полутопологическая полурешетка.
Из определения сразу следует, что П С Spec § тп- Д ля доказательства 
обратного включения установим следующую лемму.
Л емма 2. Пусть 1 Д о , . . .  Д п -  идеалы полурешетки  (S, V) и I  С (J Тд гаог-
i< n
да существует г < п такое, что I  С Ц.
Доказательство. Предположим противное; пусть I  % Ii для всех г < п. 
Выберем Gi Е I  \  1{, г < п, и положим сг ^  V Тогда сг (>  оД ^  Ц, г < п,
i< n
а t  и  и ,  но а  Е J. Это противоречит включению I  С |J  /д
г<п г<п
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Пусть Р  -  простой идеал полурешетки (5, V), замкнутый в топологии 
Тд. Тогда 5  \  Р  Е Тд и 5 \ Р  является объединением базисных открытых 
множеств, имеющих вид П О Д Т ) ,  р 0, . . . , р п е п .  Если П ( Д Т ) ,  С 5 \ Р ,
1<п 1<п
то Р  С и  Р{ и по лемме Р  С Р^, Б \  Р{ С 5  \  Р  для подходящего i < п.
ъ<п
Поэтому 5  \  Р  представимо в виде 5  \  Р  =  \  Р 7 | Р 7 С П, Р  С Р '} ; но
тогда Р  =  I Р* ^ П, Р С  Р '}  и Р ^ П ,  так как П -  замкнутое семейство.
Итак, П =  Брее § тп и предложение доказано.
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